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1 Sistema non lineare

Si consideri il sistema:

Z2

Figura 1: Grafico della funzione periodica f(-).

1. Si risponda alle seguenti domande, giustificando brevemente le risposte:

(a) Il sistema & dinamico?

(b) Il sistema & lineare?

(c) Qual e Pordine del sistema?

(d) 11 sistema ¢ MIMO?

(e) 1l sistema & strettamente proprio?

2. Si calcolino i punti di equilibrio e si analizzino le proprieta di stabilita degli stessi nei seguenti
tre casi:

(a) ut) =u=0;
L;
=2.

3. Si consideri il caso di u(t) = 0. Si calcoli analiticamente il movimento dello stato e dell’uscita
del sistema data la condizione iniziale

Soluzione
1. Rispondiamo per punti.
(a) Il sistema ¢ dinamico, dato che l'ingresso e 'uscita del sistema sono legati da equazioni
differenziali.

(b) Il sistema non ¢ lineare, dato che I’equazione di stato dipende in maniera non lineare dagli
stati.

(c) Il sistema ¢ di ordine 2 dato che ci sono due variabili di stato.
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(d) I sistema non ¢ MIMO, dato che sono presenti un solo ingresso e una sola uscita.
(e) 1l sistema & strettamente proprio, dato che ’equazione dell’uscita dipende solo dall’evolu-

zione dello stato e non direttamente dall’ingresso del sistema.

2. Per calcolare i punti di equilibrio del sistema si puo notare che le due equazioni di stato sono
disaccoppiate e quindi si possono studiare separatamente.

(a) Analizziamo la prima equazione con il metodo grafico. In Figura 2 & mostrato il grafico
della prima equazione al variare dei valori che puo assumere u(t).
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Figura 2: Grafico della prima equazione di stato per i valori che puo assumere u(t).

Si puo vedere che per u(t) = 0, esistono 3 punti di equilibrio:

—lu=0 __ —2,u=0 __ —3,u=0 __
:1:1 _— _17 .CL‘l —_— 07 .CL‘l —_— 1.
. _1u=0 _ _3,u=0 e s
Dal grafico possiamo concludere che 7} e T sono asintoticamente stabili, mentre
_2u=0 .\ . .
z"" & instabile.

Per u(t) =1 e u(t) = 2 esiste un solo punto di equilibrio:

—lu=1 __ —lu=2 __
T =0, T =0

che ¢ in entrambi i casi asintoticamente stabile.

b) Analizziamo la seconda equazione di stato con il metodo grafico. In Figura 3 & mostrato il
g g
grafico della prima equazione al variare dei valori che pud assumere u(t).

4

f(xz2) + u(t)

Figura 3: Grafico della seconda equazione di stato per i valori che puod assumere u(t).
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i. Per u(t) = 0, ci sono infiniti equilibri per tutti i valori pari di x2. In particolare, tutti
gli equilibri To = 4k, k € Z, si puo vedere per via grafica che sono instabili, mentre tutti
gli equilibri Ty = 4k — 2, k € Z, si puo vedere per via grafica che sono asintoticamente
stabili.

ii. Per u(t) = 1, ci sono infiniti equilibri per tutti i valori pari di xo = 4k + 3, k € Z.
Tuttavia, dato che la funzione f(z2) + 1 > 0, Vao, tutti gli equilibri sono instabili.

iii. Per u(t) = 2, non ci sono equilibri.

In conclusione, gli equilibri asintoticamente stabili sono le coppie di equilibri (Z1,Z2) che sono
singolarmente asintoticamente stabili. Per u(t) = 2 non esistono equilibri dato che la seconda
variabile di stato non ci sono equilibri.

Se al sistema viene applicato l'ingresso u(t) = 0, allora, partendo dalle condizioni iniziali
x1(0) = —1 e z2(0) = 2.1, il sistema parte gia all’equilibrio. Quindi, l’evoluzione dello stato
€ necessariamente:

-1
2

8

1(t)
2(1)
(t) =1

=

<
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2 Schemi a blocchi

Si consideri lo schema a blocchi in Figura 5

Gs(s)
T )
u  + + Y

? Gi(s) Ga(s) —O—

Figura 4: Schema a blocchi.

dove G1(s), Ga(s), e G3(s) sono funzioni di trasferimento di sistemi di ordine 1.

1. Determinare I'espressione della funzione di trasferimento H(s) del sistema complessivo in fun-

zione di G1(s), Ga(s), e G3(s).

2. Posti:
1 s+4 1
Gl =73 @O =g G-
verificare che:
H(s) = 3.9

(s+0.1)(s+4)
e studiare le prioprieta di stabilita del sistema avente ingresso u(t) e uscita y(t).
3. Calcolare la risposta di regime (a transitorio esaurito) del sistema con funzione di trasferimento

H (s) allingresso u(t) = e~ 2 +4, ¢t > 0.

Soluzione

1. Si possono nominare alcuni dei segnali nello schema a blocchi come mostrato in Figura 5.

Gg(s)

u+/\e
U

Gi(s)

Ga(s)

Figura 5: Schema a blocchi con alcuni segnali nominati.
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Quindi si puo impostare un sistema algebrico di equazioni:

Y (5) = Ga(s)E(s) + Ga(s)W (5) VTG )
W(s) = G1(s)E(s) = {W(s) = mU(s)
Ple) = Uls) = W) Bls) = U(s) = W(s)
Y (5) = Ga()B(s) + Cals)W (9 Vo) = s + S )
_Guls) )
Ve = e = W) = U
1
E(s) = 1+ G1(8)U(S) E(s) = 1—1—1(}1(3)U(8)
_Y(s)  Gi(s)Ga(s) + G3(s)
T =G5 =" 1ra)

2. Sostituendo nell’espressione trovata in precedenza troviamo che:

_ G1(s)Ga(s) + Gs(s)

H(s)

14+ Gi(s)

1 s+4 1
_s+3s+01 s+3
- 1

1
Jrs+3
1 (s+4 1)
s+ 3\s+0.1
- 1
1
+s—i—3

B 3.9

~ (5+3)(s+0.1) + (s +0.1)
3.9

C (s+0.1)(s+4)

Dato che si e partiti dall’interconnessione di tre sistemi del primo ordine e si & trovato un
sistema del secondo ordine, esiste un autovalore nascosto. Si deve notare che gli elementi Ga(s)
e Gi3(s) non sono inclusi in alcun anello di retroazione, e pertanto gli autovalori dei sistemi ad
essi corrispondenti (ossia i loro poli) sono autovalori del sistema complessivo. Pertanto, da cio
si conclude che il sistema complessivo ha tre autovalori: —0.1,—3, e il terzo risulta dall’anello
chiuso. Dato che la funzione di trasferimento presenta due poli (cioé s=—0.1 e s = —4), due
autovalori sono questi ultimi, mentre quello nascosto € necessariamente —3. Percio il sistema
complessivo & asintoticamente stabile.

3. Per calcolare la risposta di regime possiamo utilizzare il principio di sovrapposizione degli effetti
e considerare i due contributi dell’ingresso presi singolarmente:

(a) Per ui(t) = e~?, la sua trasformata di Laplace &:
1
s+2

Ui(s) = Llwm ()] (s) =

per cui l'uscita puo essere espressa come:
3.9
(s+0.1)(s+4)(s+2)

Applicando il teorema del valore finale (notare che si puo applicare dato che tutte le radici
di Y7 (s) sono strettamente negative:

Yl(s) =

3.9
=1 Y; =1 =0
Yoot = limy s¥i(s) = i s e e s 7y

5
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(b) Per ua(t) = 4, la sua trasformata di Laplace é:

Us(s) = £ la0)] () =

per cui 'uscita puo essere espressa come:

3.9-4

%) = G061

Applicando il teorema del valore finale (notare che si puo applicare dato che tutte le radici
di Y5(s) sono strettamente negative:
3.9-4

Yoo 2 = lim, s¥5(s) = limy Grones+d 0

Per cui la risposta di regime tende a y,, = 39.
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3 Sistema in anello aperto

Si consideri il seguente sistema in spazio di stato:

ml(t) = —201’1(t) + 10.%2(15)
.i‘g(t) = —10:E1(t) + u(t)
y(t) = z1(t)

1. Si risponda alle seguenti domande, giustificando le risposte:

(a) Si calcoli la funzione di trasferimento G(s) del sistema.
(b) Si individuino poli, zeri e guadagno della funzione di trasferimento G(s).
(c) 1l sistema & asintoticamente stabile?

(d) 1 sistema & a fase minima?
2. Si traccino i diagrammi di Bode (del modulo e della fase) di G(s).

3. Si calcoli I'espressione analitica della risposta forzata dell’uscita a fronte di un ingresso u(t) =
e sca(t) nei casi:

(a)

(b)

4. Si calcoli I'espressione analitica della risposta libera dell’uscita del sistema avente condizioni
iniziali:

o
a=—10

Soluzione
1. Rispondiamo per punti:
(a) La funzione di trasferimento G(s) del sistema é:

G(s)=C(sI — A 'B+D

-1
-0 e

-1
B 1 {1 0} S 10 0
(s +20) + 100 —10 s+20 1
10
(s +10)2
(b) La funzione di trasferimento G(s) non ha zeri, ha due poli coincidenti in s = —10. Il
1
guadagno (generalizzato) del sistema ¢ G(0) = 0

(c) 1l sistema & asintoticamente stabile dato che i due poli del sistema sono con parte reale
strettamente negativa, e non ci sono autovalori nascosti.

(d) Il sistema ¢ a fase minima dato che il guadagno ¢ positivo, non ci sono zeri e tutti i poli del
sistema sono con parte reale strettamente negativa.

2. Il diagramma di Bode di G(s) ¢ mostrato in Figura 6.
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Figura 6: Diagramma di Bode di G(s).
3. La trasformata di Laplace del generico ingresso u(t) = e* sca(t) &
1
U(s) = L[u(t =
(5) = Lu0)] (5) = ——
per cui l'espressione dell’uscita é:
10
Y —
) = G026 —a)
(a) Nel caso di @ =0 ¢ quindi:
10
Y —
(5) s(s +10)2
che puo essere espressa come:
al a9 as
Y(s) = —
S R EES O
_ai(s+10)s + ags + az(s + 10)?
n s(s +10)2
Per cui:
y(0) = £ V@) (0 = a1l | =6 0+ aat ™ | o | O+ aat ™ [5]
s+10 (s +10)2 s
— ape 1% 4 gote 10 4 gq
Possiamo quindi sostituire alcuni valori di s:
e s = —10, ottenendo:
10 = ag(—lO), = as = —1
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e s =0, ottenendo:
10 = a3(10)2, = a3 = —

e s = —9, ottenendo:

10 = a1 (=9 + 10)(=9) + a2(—9) + az(—9 + 10)?

1

1 = — _—

0 9a1+9+10
1

a1:—ﬁ

Per cui, se a = 0, I'espressione analitica dell’uscita é:

1 —10¢ —10t 1
£) = — 10t _y =
y(t) = —15¢ SR TY

(b) Nel caso di a = —10:

Per cui:

1) = £ Y () ) = 1027 || O

t2
1056—1015 — 5t2€_10t

4. Per calcolare 'espressione analitica della risposta libera dell’uscita a partire dalle condizioni
iniziali date, possiamo portare il sistema in trasformata di Laplace:

10 1

SXl(S) _ xl(()) _ —QOXl(S) + 1OX2(8) Xl(S)(S + 20) =10 (-SXl(S) + S) +1
sXa(s) —x2(0) = —10X(s) = 10 1
Y(s) = Xi(s) Xols) = = Xls) + 5

Y(s) = Xi(s)

s+ 10 S 1
Xl(S)(S+20+120): 5210 Xls) = — 1(’) (8+1(1))2:fo+ 10 N 1

—10+ s+

XZ(S):_lszl(S)‘f'i - X2(3)2_3(3+10)+§: s(s+10)  s+10
Y(s) = Xi(s) Y(s) = +110

L’espressione analitica di y(t) & quindi data da:

y(t)zﬁ_l[ ! }(t):e_lot.

s+ 10
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4 Sistema a fase non minima

Si consideri lo schema di controllo rappresentato in Figura 7

n d
° + +
Yy +_/\ e + @ R(s) U G(s) + - Y

Figura 7: Schema di controllo.

dove
1—-0.1s

(140.1s)(1 4+ s)(1 +10s)’

¢ la funzione di trasferimento di un sistema del terzo ordine, da controllare.

G(s) =

1. Si determini la funzione di trasferimento R(s) del regolatore di ordine minimo in modo tale che

(a) L’errore a transitorio esaurito e, soddisfi la limitazione |ex| < 0.001 quando y°(t) = sca(t),
n(t) =0ed(t) =0.

(b) L’errore a transitorio esaurito e, soddisfi la limitazione |es| < 0.1 quando y°(t) = 0,
n(t) = sin(wy,t) e d(t) = 0, con w, > 102

(c) L’errore a transitorio esaurito e, soddisfi la limitazione |es| < 0.1 quando y°(¢) = 0,
n(t) =0 e d(t) = sin (wqt), con wg < 0.1.

(d) Il margine di fase ¢, sia maggiore o uguale a 50°.

(e) La pulsazione critica w, sia maggiore o uguale a 3.

2. Si determini la funzione di trasferimento R*(z) del regolatore ottenuto discretizzando R(s) con
il metodo di Eulero implicito e con il valore di Ts = 0.1, valutando la variazione di margine di
fase dovuta alla discretizzazione.

3. Scrivere la corrispondente legge di controllo a tempo discreto.

Soluzione

1. Progetto statico
Dato che il valore di regime dell’errore richiesto non & nullo, si puo scegliere g;, = 0, come tipo di
L(s) = R(s)G(s). Infatti, se si suppone che il sistema retroazionato sia asintoticamente stabile,
si puo applicare il teorema del valore finale con la funzione di trasferimento da y°(t) a e(t), data
da:
1
14 L(s)

Si ha quindi:

1 1 1
€oo = lim s5(s)— = lim = .
s—0 s s=01+4+pup 14 pr

Imponendo che:

<0.001 = > 1000.
T+ = nr =

Quindi si puo, ad esempio, scegliere Ry(s) = uz, = 1000.

Per quanto riguarda i vincoli sui disturbi si osserva che:

10
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e La funzione di trasferimento da n(t) ad e(t) é:

E(s)  L(s) .
NGe) 1L T

Il modulo della risposta in frequenza associata alla funzione di trasferimento F'(s) puo essere
approssimato come:

B |L(jw)] N 1, w < We
0= T L gw) = {|L<jw>|, w >,

Dato che w, > w,, si puo imporre il vincolo:

1
L)l <150 = [L0w)la < ~20dB

e La funzione di trasferimento da d(t) ad e(t) é:

E(s) 1 N
Dis) ~1+Li) 0

Il modulo della risposta in frequenza associata alla funzione di trasferimento S(s) puo essere
approssimato come:

Dato che wy < we, si pud imporre il vincolo:
1 1
< -
[L(w)] 10
[L(w)| > 10, = [L(w)las > 20dB

I vincoli sull’errore a transitorio esaurito relativo ai disturbi n(t) ed d(t) sono riportati sul
diagramma di Bode del modulo come vincolo (Figura 8).

Progetto dinamico

Scegliendo Ri(s) = pr = 1000 derivante dal progetto statico, si ha una funzione di trasferi-
mento d’anello L;(s) = urG(s), che ha un margine di fase negativo, come si puo verificare dai
diagrammi di Bode asintotici della risposta in frequenza associata a Li(s), mostrati in Figura 8.

11



F.d.A.

Esercitazione 12: Ripasso

L1 ()] [dB]

'%‘

g

o0

< —180F =~ i

) S

3

3 —2m0f i
_360 — | | 1 I TT‘\‘\—H-_-—__-__-\'_\ ———

1072 10°* 10° 10t 10? 10°

w

Figura 8: Diagrammi di Bode asintotici (linea continua) ed esatti (linea tratteggiata) della risposta in
frequenza associata alla funzione di trasferimento L (s).

Si puo quindi cercare di sfruttare le specifiche di progetto e ottenere la w. di L(s) pari a w, = 3,
e che cancelli i due poli in bassa frequenza. Si deve poi fare scendere Li(s) ed L(s) con la

stessa pendenza per rendere realizzabile il regolatore, per cui si puo aggiungere un polo in alta
frequenza.

Si ottiene, quindi:

(14 s)(1+ 10s)
(1+ 5/0.003)(1 + s/100)

1—-0.1s

L(s) = G(s)1000 (1+ 0.15)(1 + 5/0.003)(1 + 5/100)°

= 1000

I diagrammi di Bode della risposta in frequenza associata alla funzione di trasferimento L(s)
sono mostrati in Figura 9.

12
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£L(jw) [gradi]

| L(yw)| [dB]

-90

—180

—270

—360

1073

10!

109

102

1072 101

~<

~~__

~~d_

109 10t

w

1072 1071

Figura 9: Diagrammi di Bode asintotici (linea continua) ed esatti (linea tratteggiata) della risposta in
frequenza associata alla funzione di trasferimento L(s).

Calcolando il margine di fase di L(s) si ottiene:

We We
e = £L(jw.) = arctan(—0.1w.) — arctan(0.1w.) — arctan (m) — arctan (ﬁ)

~ —16.6992° — 16.6992° — 89.9427° — 1.7184° = —125.0596°

Om = 180° — || = 54.9404°,

per cui il requisito sul margine di fase ¢ rispettato.

Il regolatore cosi ottenuto é:

(14 s)(1+ 10s)

R(s) = 10003276 003) (1 7 5,/100)

2. Ci sono diversi modi per discretizzare il controllore:

s=2 ,  Eulero Esplicito
T
-1
. ,  Eulero Implicito
2T
2 z—1
§=—" Tustin
T, z+1’

Nel caso in questione viene richiesto di utilizzare il metodo di Eulero Implicito per 75 = 0.1,

13



F.d.A. Esercitazione 12: Ripasso

quindi:

z—1 z—1
R*(2) =R .1 = 1000
(2) = R(8)]4=10.221 10 Z—1 1000 10 z—1 1
. 3 z 100

<z +10(z — 1)> (z +100(z — 1))
= 1000 © ©

- <z +0.1- (2 — 1))

z

z+

z

— 1000 (z Iroé(())ézl))(qulOO(z 1))
<z+ 3 (z—l)) (z4+0.1-(2—-1))

(11z — 10) (101z — 100)
(10003z — 10000) (11z — 1)

= 30000

La variazione del margine di fase ottenuta con Ts = 0.1, trascurando lo sfasamento introdotto
dal ritardo di elaborazione e dall’inserimento del filtro antialiasing, e:

T, 180 0.1 180 27 R
App =—— W — = 3-—=—~—-8.6
2 T 2 T T

Per scrivere la legge di controllo si riscrive 1’espressione del regolatore come:

11z —10) (101z — 1

U(Z):?)OOOO (11z — 10) (1012 — 100)

E(z) (10003z — 10000) (112 — 1)

U(2) (100032 — 10000) (112 — 1) = 30000E(2) (112 — 10) (1012 — 100)
U(2)(1100302% — 1200032 + 10000) = 30000E(z)(11112% — 2110z + 1000)

R*(z) =

antitrasformando, si ottiene:

110030u(k + 2) — 120003u(k + 1) 4+ 10000u(k) = 30000 (1111e(k + 2) — 2110e(k + 1) + 1000e(k))

120003 10000 30000
2) = 1) — 1111 2) — 211 1 1
u(k +2) 110030u( ) 110030u(k’) + 110030 ( e(k+2) Oe(k + 1) + 1000e(k))
120003 10000 30000
= —1) — -2 1111 — 211 -1 1 -2
u(k) 110030u(k ) 110030u(k )+ 10030 ( e(k) Oe(k — 1) + 1000e(k — 2))

u(k) = 1.091u(k — 1) — 0.091u(k — 2) + 302.917e(k + 2) — 575.298¢(k + 1) + 272.653¢(k)

14
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5 Integratore nel processo

Si consideri il seguente schema di controllo:

Yy o+ O e R(s) U G(s) Yy
dove 10
G(S) = 8(1 + 5)2

Si progetti R(s) in modo tale che:

Soluzione

Progetto statico
Sia R(s) = Ry(s)Ra(s) con Ry(s) = %
s
Supponendo il sistema asintoticamente stabile in anello chiuso, applichiamo il teorema del valore
finale:

1
E(s)= —— Yo
©)= 15557
lim [sE 1 LI 1 L L st
= |i = |i _— ° = |i - _— . — = |i _— = >
Coo sgr(l] [8 (S)} sg% 81 + L(S) (S) sgr(l) 5 1+ Q,UiR S sf(l) g9r+1 + UR O’ VQR >0
S SYR

Ma allora anche un regolatore di tipo nullo (gr = 0) consente di ottenere errore nullo a transitorio
esaurito.

Si osservi che il tipo della funzione di trasferimento d’anello & la somma del tipo della F.d.T. del
processo e del tipo della F.d.T. del regolatore:

gL = 9G + 9r

In questo caso gg = 1, per cui anche con gr = 0 si garantisce che g;, = 1, condizione per avere errore
statico nullo. In altre parole, I'integratore necessario per annullare I’errore ¢ gia presente nel processo,
per cui non occorre metterlo nel regolatore. Pertanto il progetto statico non pone vincoli sul
regolatore. Formalmente, possiamo porre R;(s) = 1.

Progetto dinamico

Poiché L(s) = Ra(s)G(s), tracciamo il diagramma di |G(yw)| per controllare se le specifiche sono gia
soddisfatte:

15
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|G (yw)| [dB]

L |
101 109 101
w

Figura 10: Diagramma di Bode del Modulo.

Si ha we = 103 ~ 2 (che andrebbe bene) ma
©m = 180° — | — 90° — 2arctan(2)| = 180° — | — 90° — 2- 63°| = —36° < 0

Pertanto il sistema sarebbe instabile in anello chiuso.

11 progetto del regolatore si pud impostare imponendo che la |L(jw)| tagli 'asse a 0dB alla pulsa-
zione 1 rad/s, con pendenza -1, cancellando i due poli del processo alla pulsazione 1 e spostandoli alla
pulsazione 3.

40

20

—20

—40

L |
1071 100 10!
w

Figura 11: Diagramma di Bode del Modulo.

Per ottenere la pulsazione in cui si incrociano i due diagrammi di Bode basta scrivere le equazioni
delle rette dei due diagrammi di Bode e metterle a sistema.

y — 20 = —60 (log (w) — 0) N y = —60log (w) + 20
y—0=—20(log (w) — 0) y = —20log (w)
1
—20log (w) = —60log (w) +20 = log(w) = 5 = W= 102 ~ 3
Poiché il progetto statico non ha portato ad alcun vincolo sul guadagno del regolatore, si puo far
correre in bassa frequenza il diagramma di |L(jw)| parallelo a quello di |G(yw)| (non c’¢ bisogno di

ricongiungerli).
L’espressione di L(s) & la seguente:




F.d.A. Esercitazione 12: Ripasso

da cui risulta che w. =1 e ¢, = 180° — | — 90° — 2 arctan(1/3)| = 180° — | — 90° — 2 - 18°| = 54°.
Tutte le specifiche sono soddisfatte. L’espressione della F.d.T. del regolatore ¢ quindi la seguente:
L(s) (1+ 5)?
R(s) = =01 —
) =G ( s>2
1+ 3

17



	1 Sistema non lineare
	2 Schemi a blocchi
	3 Sistema in anello aperto
	4 Sistema a fase non minima
	5 Integratore nel processo

